Cours TS Chp.01

Chapitre 1 : Les nombres complexes.

l. L’ensembleC et le plan complexe.

1. Introduction des nombres complexes.
Motivation : résoudre x2+ 1 =0
On considere un nombre imaginaire noté i tel que-P
Définition : Un nombre est appelé nombre complexe s’il esaderme a + ib ou
a et b sont deux réels.
On note I'ensemble des nombres complexes C.
On a alors R inclus dans € puisqu’il suffit depdre b = 0 pour obtenir tout réel a.

2. Forme algébrique.

Soit z = a + ib un nombre complexe, a et b étimix réels On dit que ce complexe
est écrit sous forme algébrique. a est la pargeréle z notée Re(z) et b est la partie
imaginaire notée Im(z).

3. Points du plan et nombres complexes.

a. On rapporte le plan P a un repére orthonornmatd{O; Ui, V ). a et b sont deux
réels. A tout point M du plan de coordonnées (aorbassocie le complexe

z = a + ib et réciproqguement a tout complexe z += i on associe le point M de
coordonnées (a, b).

z est appelaffixe du point M et M est I@oint image du complexe z .

b. Affixe d'un vecteur.
Si un vecteuk a pour coordonnées (a ,b) dans le reperei(®;) I'affixe dek est le
complexe z = a + ib.

c. Si z = ib le complexe est dit imaginaire pulegpoint associé appartient a I'axe des
imaginaires purs de méme si z est réel, le posu@sé appartient a I'axe des réels.

d. Symétries et nombres complexes.
Si M est un point d’affixe z = a + ib , le point;Mymétrique de M par rapport a O a

pour coordonnées (-a , -b) et donc pour affixeol@glexe —z.
Le symétrique de M par rapport a 'axe des régimar coordonnées (a , -b) et son

affixe est le complexe a — ib gu’on appelle le oguog de z et qu’on note .z

[l. Opérations dan€.

1. Egalité de deux complexes : Soit z= a + ib et 2a'+ ib’ deux complexes.
Onaz=27z«= a=a' etb=Db'.En particulier un complexenes si et seulement si
sa partie réelle est nulle ET sa partie imaginestenulle

2.Somme : soitz= a+ibetz =a + ib’ deux cdexes quelconques, on définit la
sommez+zparz+z =a+a +i(b+b).

Exemple :

3. Produit: soitz= a +ib etz = a + ib’ deux cplexes quelconques, on définit le

produit zx z’ parzxz’=aa' —bb’ +i(ab’ + ab’).

4. Inverse d’'un complexe non nul : soit z = a + ibcomplexe non nul quelconque,
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1 _a-ib
a+ib az+Db2

on definit 'inverse pa% =

5. Quotient de deux complexes. Exemple et regle. o _
6. Puissances du nombre i=i-1 P=-i i =1 etgénéralisation + dessin

[1l. Affixes et géométrie.

Soit A d’affixe z, et B d’'affixe z
Soitw un vecteur d’affixe z etw’ un vecteur d’affixe z; et k un réel.

L'affixe du vecteurAB est g — z, , I'affixe du milieu de [AB] est%

L’affixe du vecteuw +W’ estla somme g + z,,
L’affixe du vecteur kv est le complexe k z

V. Propriétés des complexes conjuqués.

Pour tous complexes zetz’ on a:

z+72 =z + 7 Zx72 =z x 7

1Zh) Nz
Si z' n'est pas nul (ij :é et (ij = —
Z Z’ y4 Z’
z+ z =2 Re(2) z— 7= 2i Im(2)

zestréele z = z

z est un imaginaire pus z=— z

V. Module d’'un nombre complexe.

1. Déf.: Soit z = a + ib un nombre complexe et M @np du plan d’affixe z. On
appelle module de z et on nd)té leréel positif égal a la distance OM.

Onadond p=+/a2 + b2
2. Propriétés.

Pour tous complexes z et z on & :x 7| =| 7 x| z’|

Pour tout entier naturel non h %] z| 2"
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VI.

Si z' nest pas nul : ‘zi‘ :ﬁ et ZE :%
z z
Enfin |Z + Z’| S |Z| + | Z’| (inégalité triangulaire)

Remarque: x z =a2+b23

Distance de deux points : soit A d’affixg et B d’affixe z on a :
AB = |zB -2 |

Arguments d’'un nombre complexe NON NUL.

Définition. : Soit z un complexe non nul et M leigod’affixe z. On appelle
argument du complexe z et on note arg(z) une mesutangle (U ; OM )

Dessin :

Remarque : 0 n'a pas d’argument car I'anglé ;(OM ) n'est pas défini si M est
en O.

Forme trigonométrique : soit M un point d’affixemaulle z = a + ib. M a pour
coordonnées polaires B] avec r :| idonc z =r (co$ + i sinB). Cette expression
s’appelle la forme trigonomeétrique du complexe z.

Propriété : soit z un complexe non nul.

z=a+ib ond |z:r:\/a2+b2

a . b , ) 5
coso :? et sind :? on retrouve les coordonnées polaivass en ¢

Exemples : Ecrire la forme trigonométrique de :
z:1+i:\/§(cosg+isin£[) et z=-i et z= -1«{/§i

. 2T
Inversement si z est un complexe de module 3 etgaraent—- sa forme

3
A3 -3, ;313

algébriqgue est:z=3 (%—+ [ 5 5 >
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A connaitre le tableau suivant des angles « renahigs » :

xen i i it it 2n 3n om LS
radians| © 6 4 3 2 3 4 6
soit en 0 30 45 60 90 120 135 150 180
degrés
snx [T B, [ B[ L]
2 2 2 2 2 2
COoS X 1 l@ Q 1 0 1 _Q _1@ 1
2 2 2 2 2 2
tanx 1 non 1
0 | 3| 1 | B |definie| <3| -1 | 3| O

Pour lintervalle [ #t; 0] on utilise les propriétés de parité : sinssimpaire et
cosinus est paire.
7. Conséquences immediates.

a. Tout réel strictement positif a un argument égal a
b. Tout réel strictement négatif a un argument égal a
T

c. Tout imaginaire pur non nul a un argument égaloa +5

8. Arguments et opérations.

Théoréme : Quels que soient les complexes norzretlg’ on a :

|arg (zz’) = arg(z) + arg(z’) + k ﬁ| arg(zl—,) =—arg(z’) + k 2t

arg (%) =arg(z) —arg(z’) + k Zr OkOZ

|pour tout entier naturel n, ard(z n arg(zb

Preuves :
Il nous faut adopter comme pré requis deux formdéegigonométrie de*f S.
Pour tout réel a et tout réel b, on a :

cos (a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin (a + b) = sin (a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Soit maintenant z et z' deux complexes quelconguésn peut écrire sous forme

trigonométrie :
z==r(coP+isinB) et zZ==r (coPL +ising)
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Onaalors: zz' = rr ((cdcosd'—sinBsin®’) +i (sin B cosd'+ cosO sinB’))
=1r (cosq +0) +isin (0 +0))

Puis z’X% =1.Donc arg (z') + ar%j =0+ k2m (0 estunargument de 1)

VII. Equations danf .

1. Equations du®ldegré a une inconnue complexe z.

La méthode de résolution est EXACTEMENT la méme dans R.
On isole I'inconnue complexe z.

Exemple : résoudre, dans €, I'équation : (2+)8 — i) + 2iz = -3i + (4+i)z

, _ : 7. 1.
Réponse : la solution est le complexez-l-zrl

2. Equations du second degré.

a. Définition. : Soit a, b, c trois réels avec a nddIN L'équation az2+bz+c= 0
est appelée équation du second degré a une incoommplexe z et a
coefficients réels.

Le DISCRIMINANT de cette équation nafeest le REEL b? — 4ac.

b. Théoreme : Soit I'équation az2+bz+c= 0

SiA > 0 elle a deux solutions réelle_sb:TiE;@

SiA=0elle aune solution réelle_z'—:

SiA < 0 elle a deux solutions complexes CONJUGUE+J‘:rzlig—'\a@QD

b): A .
. - 2 &~ _
Preuve : f(z) =az2+ bz + c {%z +2aj _4a2} forme canonique...

Exemple : Résoudre, dans C, I'équation : 72 z2¥39=0

Réponse : deux solutions complex%#
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