TS CHP. 4

Chapitre 4: La fonction exponentielle.

| Définitions et propriétés immédiates.

1. Définition : f désigne une fonction quelconque définie et dérivable sur IR .
L'égalité f'= af (‘aréel quelconque) est appelée équation différentielle linéaire
du 1*" ordre. L’inconnue de cette équation est une FONCTION.

2. Définition : Résoudre I'équation différentielle linéaire du 1* ordre y ' = ay , ou a
est un réel quelconque fixé, c’est trouver les fonctions définies et dérivables sur IR
telles que pour tout réel x, on ait f '(x) = a x f(x).

3. Propriété : S'il existe une fonction f définie et dérivable sur IR solution de
'équation différentielle du ler ordre y ' = y et telle que f (0) = 1 alors elle ne
s’annule pas sur IR .

Preuve : soit f une telle fonction et soit g la fonction définie sur IR par :

Ox 0IR, g(x) = f(x) x f(-x) g est dérivable comme produit de fonctions dérivables et
OxOIR, g'(x) =f (x) x f(-x) + f(x) x (-f '(-x)) = 0 donc g est constante sur IR .

Org(0) = 1donc Ox IR, g(x) =1 et il ne peut exister xq tel que f(xp) = 0 car on
aurait alors g(xo) = 0.

4. Théoreme : Il existe une fonction et une seule définie et dérivable sur IR et
vérifiantf' =fetf(0)=1

Preuve : I'existence est ADMISE. Prouvons l'unicité : soit g une deuxieme fonction
vérifiantg'=getg(0) =1

f ne s’annulant pas sur IR , la fonction %est définie et dérivable sur IR et

(%) = ng_zgi = 0 donc % est constante sur IR et sa valeur en 0 est 1

d’ou le résultat.

5. Définition : On appelle fonction exponentielle I'unique fonction définie et dérivable
sur IR et vérifiant ' =f et f(0) = 1. Notation : exp

Il. Les propriétés algébriqgues de la fonction exponentielle.

1. La propriété fondamentale : Quels que soientlesréelsaetb:
lexp(a) x exp(b) = exp(a+b)]

Preuve : soit g la fonction définie sur IR par :

Ox U IR, g(x) =f(a+b—x) xf(x) oufestlafonction exponentielle. g est dérivable
comme produit de fonctions dérivableset 0 x J IR, g'(X) = (-1) f'(a + b —x ) x f(x) +
fla+b—x) xf’(x) =0 donc g est constante sur IR .
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Org(0) = fla+b)etg(b)=1f(a) xf(b) 1 doncf(a+b) =f(a) x f(b)
2. Autres propriétés algébriques.

Quels que soient les réels a et b et I'entier n,

exp@-b) = go  (@xp()" = exp(na)

exp(-a) = exp(a)

Preuves : exp (2a) = exp (a+a) = (exp(a))? exp(-a) x exp(a) = exp(0) =1
Comme exp ne s’annule pas sur IR exp(-a) est I'inverse de exp(a)

3 _ hy — EXP(a)
Donc exp (a —« b) =exp (a) x exp (-b) = exp(b)
Raisonnement par récurrence sur n entier naturel puis si n est négatif, - n est positif

1 _ 1 _ n
exp(na) ~ (exp(a)”  EXP@)

et exp(na) =

3. Théoreme : La fonction exponentielle est strictement positive sur IR .

. 2
Preuve : pour toutréelaona:a= % + % et donc exp (a) = (exp(%))
4. Théoreme : La fonction exponentielle est la seule fonction définie et dérivable sur

IR non nulle vérifiant f (a+b) =f (a) xf (b) etf’'(0) =1

Preuve : soit g une autre fonction vérifiant ces deux conditions.

Pour tout réel x et tout réel a on a donc g(a+x) = g(a) x g(x) et en dérivant on
obtient

g'(a+x) = g(a) x g'(x) d'ou g'(a+0) = g(a) x g’(0) d’'ou g'(a) = g(a) ceci pour tout
réel a. Donc la fonction g vérifie g’ = g et de plus g(a+0) = g(a) x g(0) .

Or g est non nulle donc il existe un réel a au moins tel que g(a) # 0, en utilisant ce
réel particulier on obtient g(0) = 1

On conclut alors grace au théoreme vu en 1.4

[1l. Etude de la fonction exponentielle.

1. La notation X <o~ e*

L'image de 1 par la fonction exponentielle est un réel noté e. Or on sait que
exp(n) = exp(1 x n) =(exp(1))" = e" pour n dans IN .
Par extension on note e* le réel exp(x).

2. Résumé des propriétés : la fonction exponentielle est définie et dérivable sur IR.
e®=1lete® =e?xe"

3. Théoreme : La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.
Preuve : On sait que exp(x)>0 pour tout x et comme (exp) ' = exp on a le résultat

annonce.
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4. Limites. lime*=+0w et lim =0

X — +oo X — —00

Preuve : On prouve d’abord que e* = x + 1 pour tout réel x . Pour cela on étudie la

fonction différence d définie par: O x L IR, d(x) = e* — x — 1. Cette fonction
admet un minimum sur IR égal a 0 (calculer sa dérivée !) d’ou le résultat annoncé

puis la limite en utilisant un théoreme de COMPARAISON.
Puis par changement de variable X = -x on obtient le résultat en -oo.
5. Tableau de variations et représentation graphique.

6. Approximation affine au voisinage de 0.

X
Théoréme : lim —— 1_ 1

X -0 X
Preuve : cela découle de la dérivabilité de la fonction exp en 0.

Donc I'approximation affine au voisinage de 0 s’écrit .
e =1+ x+xd(x)avec IimO d(x)=0
X —

7. Autres limites.

. L . e :
Croissance comparée : | lim — =+ lim xe*=0

X > +0 X X - =00

2

Preuve : On étudie la fonction f définie sur IR, par f(x) = e* — X? on démontre

gu’elle est croissante sur IR. (étudier sa dérivée) d’ou f(x) > f(0) =1 donc
2 X

OxU Ry ,e* 21+ XE puis en supposant x >0, % >%

puis la limite en utilisant un théoreme de COMPARAISON puisque XIing %z +00

, 2 X .
Pour l'autre résultat on pose X = -x donc x €* = =X avec X qui tend vers +oo,

On applique le résultat précédent.

IV Résolution d’égquations et d’'inéquations.

On sait que exp est une bijection strictement croissante sur IR, donc :

le?=e” = a=b| et le?>e” = a> b
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Exemple: e =e®"w x2+1=2x—-7 = x2—2x + 8 = 0 qu'on résout

classiquement (A < 0 donc pas de solution ).

V Dérivée de e"¥,

1. Théoréme : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction exp - u et
dérivable surlet: (expo-u) =(exp-u)xu'

Ouencore: Ox U1, (™) =u"(x) x e'®
2. Exemples : (%) ' = (%) x (2x+1) pour tout réel x
(") "= (e®") x cos x  pour tout réel x

(exp(~/x)) ' = (exp(~/x)) x 21\/;( pour tout réel x strictement positif

VI Equation différentielle y ' = ay.

1) Théoreme : Les fonctions dérivables sur IR, solutions de I'’équation différentielle du
1 ordre y ' = ay notée (E), ol a est un réel quelconque non nul, sont les fonctions
définies par : f(x) = C x e®, pour tout x dans IR.

Preuve : On note .# I'ensemble des fonctions définies sur IR par f(x) = C x e, pour
tout x dans IR et . I'ensemble des solutions de (E).
a) Soit f une fonction appartenant a .#. On vérifie aisément que f est solution de (E)

donc ¥ 1 &

b) Réciproquement soit g une solution de (E) Soit la fonction f définie sur IR par :
Ox IR, f(x)=g(x) xe® .

f est dérivable sur IR, et pour tout x dans IR,

') =g'(x) xe™+(-a) g(x) x e =e™ x (g'(x) + (-a) g(x)) = 0.

Donc f est constante sur IR, etf=C doll: g(x) =C xe*.Donc ¥ 0O.7
Finalement = # c’est ce qu'il fallait démontrer...

2) Théoreme : Solution vérifiant une condition particuliere.

Soit (Xo ; Yo ) un couple de réels.
Il existe une fonction f et une seule solution de y ' = ay veérifiant f(xo ) = Yo .

Preuve : Les solutions sont de la forme : f(x) = C x e® pour tout réel x.

Or:
fxo) =Yoo « Cxe™® =y, « C-= é%g - (Cette constante existe parce que

'exponentielle ne s’annule jamais et elle est bien évidemment unique)

Donc f existe et f est unique. C’est ce qu’il fallait démontrer...
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Exemple : Trouver la solutionfdey'=— 3ytellequef(-4)=-1

VIl Equation différentielle y ' = ay + b.

1) Théoreme : Les fonctions dérivables sur IR, solutions de I'’équation différentielle du
1°" ordre y ' = ay + b notée (E), ol a et b sont deux réels quelconques a non nul, sont

les fonctions définies par : f(x) =C x e® - g , pour tout x dans IR.

Remarque : la fonction constante X «o- — gest solution particuliere de (E).

Preuve : On note .# I'ensemble des fonctions définies sur IR par f(x) = C x e® — g

pour tout x dans IR et . I'ensemble des solutions de (E).

a) Soit f une fonction appartenant a .#. On vérifie aisément que f est solution de (E)

donc & 0.7
b) Réciproquement soit g une solution de (E) donc g appartient a .7 .

Soitf=g +a£ . f est dérivable sur IR, et f'(x) = g '(x) = ag(x) + b pour tout réel x.
Donc: Ox U IR, f'(x) =af(x)— b + b donc f est solution de I'équation y ' = ay

Donc f(x) = C x e® d’apres le théoréme vu en VI.

DoncOx [ IR, g(x) =C xe® - b

a
Donc &
Finalement ¥ =% c’estce qu'il fallait démontrer...

2) Théoreme : Solution vérifiant une condition particuliere.
Soit (Xo ; Yo ) un couple de réels. Il existe une fonction f et une seule solution de
y "= ay verifiant f(xo ) = yo .

Preuve : Les solutions sont de la forme : f(x) = C x e — g .
Or:

— ax b — — b -ax0 .
f(xo) =Yyo = Cxe™ — 2 —Yoe C=|yo+ 2) €

Cette constante existe parce que I'exponentielle ne s’annule jamais et elle est bien
evidemment unique.
Donc f existe et f est unique. C’est ce qu’il fallait démontrer...

Exemple : Trouver la solutionfdey'=—5y+ 2 tellequef(-4)=-1
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